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HERVÉ ABDI
The University of Texas at Dallas & Université de Bourgogne à Dijon
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La psychologie cognitive représente un courant majeur dans la psychologie
comptemporaine. Son but, pour l’essentiel, est l’étude des activités men-
tales, c’est à dire, l’acquisition, le stockage, la récupération et l’utilisation
de l’information ou des connaissances. Les points forts de cette approche
portent sur l’étude de la mémoire, de la perception, de la reconnais-
sance des formes, de la résolution de problèmes, etc. La psychologie
cognitive a hérité du courant comportementaliste ( ' ' le behaviorisme ( ( ) une
méthodologie expérimentale rigoureuse, mais se sépare de cet ancêtre en
acceptant l’étude de processus mentaux inobservables directement. Une
source importante de ce changement de perspective fut l’utilisation de
l’ordinateur comme modèle (Cf. Rumelhart, 1977; Lachman et al., 1979;
Abdi, 1986; Quinlan, 1991; Tiberghien, 1991), et la plupart des psycho-
logues définissent la psychologie cognitive comme l’étude du traitement
de l’information humain. Selon cette approche, nous traitons l’information
par une séquence d’étapes successives. De telles séquences sont classique-
ment représentées par des organigrames semblables à ceux utilisés par
les informaticiens pour décrire leurs algorithmes (à tel point que certains
psychologues ont pu s’amuser de leurs—jeunes—collègues en remarquant
que la psychologie semblait dans certains cas conduire à un comportement
quasi-obsessionnel de dessin de losanges et de carrés avec des flèches au-
tours, Cf. Underwood, 1975).

Malgré ses excès, la métaphore informatique s’est révélée dans bien
des cas fructueuse. Mais certains critiques notent que le cerveau par sa
structure même diffère d’un ordinateur séquentiel. Cette critique sera la
base du courant ' ' connexioniste ( ( . En effet, une particularité essentielle du
cerveau réside dans son parallélisme et sa lenteur comparé à un ordina-
teur séquentiel classique. Le cerveau est composé d’un vaste ensemble
de neurones (de l’ordre de 10 )*) ), chacun d’eux relié à un grand nom-
bre d’autres neurones (de l’ordre de 10 + à 10 , connexions par neurone).
Chacun de ces neurones fonctionne comme un intégrateur élémentaire (et
relativement lent) d’information travaillant ' ' en parallèle ( ( . Ces neurones
sont eux-même regroupés en noyaux ou centres plus ou moins spécialisés
dans certains types de traitement d’information (e.g., centre moteurs, sen-
sitifs, etc.). Encore que certaines fonctions puissent être localisées avec une
certaine précision, d’autres échappent à ces tentatives, en particulier, les
fonctions ' ' supérieures ( ( , ainsi que le notait déjà Lashley en 1950 dans son
célèbre essai sur ' ' la recherche de l’engramme ( ( . De ce fait, bien que le cerveau
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humain et l’ordinateur soient tous deux des � � machines à traiter de l’infor-
mation � � , l’analogie comparant le cerveau à un ordinateur séquentiel com-
posé d’un processeur central et d’une mémoire passive paraı̂t inadéquate.
L’observation du comportement de ces deux � � machines � � suffit, d’ailleurs,
à s’en convaincre. N’importe quelle calculatrice à 5 francs, surpasse la
plupart d’entre nous pour la précision et la rapidité de calcul. Dans
l’ensemble, l’ordinateur fait merveille pour résoudre les problèmes de cal-
cul bien définis. A l’inverse, le cerveau humain est capable de résoudre
avec bonheur des problèmes mal posés ou mal définis. Comme, par ex-
emple, arriver à retrouver le nom d’une personne avec comme indice � � je
me souviens que ça commence par C, et que j’ai rencontré cette personne
en suisse � � , lorsque la personne s’appelle Paulette et que la rencontre a eu
lieu à Paris.

L’école connexioniste préfère poser comme modèle simplifié un en-
semble d’unités simples (que l’on peut interpréter comme des neurones ou
des ensembles de neurones), avec des connexions entre éléments d’inten-
sité modifiable. Un stimulus correspond dans ces modèles à un vecteur de
valeurs d’activation, l’ensemble des connexions à une matrice, et la réponse
du système à un vecteur. Le but de ces systèmes est d’associer une réponse
en sortie au stimulus présenté en entrée, ou de transformer le stimulus en
réponse.

Pour stocker de l’information, ou pour apprendre, ce système utilise
l’ensemble des connexions entre unités, de là les termes utilisés pour décrire
cette approche: � � connexionisme � � , � � traitement distribué et parallèle de l’in-
formation � � , etc. Chaque unité intègre l’ensemble de l’information reçue
via les connexions, cette intégration étant linéaire ou non (i.e., fonction
logistique, réponse avec un plateau, etc.). La réponse de chaque unité est
une fonction simple de cette quantité. L’apprentissage est possible par la
modification de l’importance (i.e., du � � poids � � ) des connexions. Plusieurs
règles d’apprentissage existent (Cf. Duda & Hart, 1973; Rumelhart & Mc
Clelland, 1986), avec comme caractéristique commune de n’utiliser pour
modifier le poids des connexions que l’information localement disponible
(i.e., input, réponse de l’unité, poids des connexions pour l’unité). Pour
donner une idée intuitive de ces modèles et de leur fonctionnement, on
détaille dans un premier temps le modèle classique du premier modèle
connexioniste: le Perceptron.

Parmi les modèles connexionistes on peut distinguer deux grandes
familles: les modèles linéaires, et les modèles non-linéaires. Dans ce qui
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suit, on donne une présentation plus formelle d’un membre représentatif
de chaque famille. Les modèles linéaires sont illustrés par les mémoires as-
sociatives linéaires, les modèles non-linéaires par les � � machines de Boltzman � � .
Lorsque un modèle non-linéaire comporte plusieurs couches, le problème
de l’apprentissage pour les couches internes se pose. Une solution possible
est d’utiliser la technique dite de rétro-propagation de l’erreur décrite en
fin de ce chapitre.

������� �
��������� ����!#"

Le perceptron peut être considéré comme le premier des réseaux de neu-
rones. Il fut mis au point dans les années cinquantes par Rosenblatt (1957,
1961). Comme son nom l’indique, le perceptron se présentait comme un
modèle de l’activité perceptive. Le but du perceptron est d’associer des
configurations (i.e., des formes, ou des stimuli) présentées en entrée à des
réponses. Le perceptron se compose, pour l’essentiel, de deux couches de
neurones.

La première couche était appelée, à l’origine, la rétine du perceptron.
La deuxième couche donne la réponse du perceptron correspondant à la
stimulation donnée en entrée (Rosenblatt, 1958, proposait une architecture
en apparence plus complexe, mais, de fait, équivalente à celle décrite ici).

Par exemple, imaginons un perceptron composé d’une rétine de 10 $
10 = 100 cellules et d’une couche de sortie composée de 26 cellules. La
tâche du perceptron sera de reconnaı̂tre les lettres présentées sur la rétine.

Chaque lettre devra être associée à une cellule de sortie. Ainsi, lorsque
la lettre % est présentée sur la rétine, la première cellule de sortie doit être
active, et toutes les autres passives. Lorsque la lettre & est présentée sur
la rétine, la cinquième cellule de sortie doit être active, et toutes les autres
passives, etc.

Les cellules de la première couche répondent en oui/non. La réponse
oui correspond à une valeur 1 en sortie pour le neurone. La réponse non
correspond à une valeur 0 en sortie pour le neurone. Les cellules d’entrée
sont reliées aux cellules de sortie grâce à des synapses d’intensité variable.
L’apprentissage pour le perceptron s’effectue en modifiant l’intensité de
ces synapses (la règle d’apprentissage est détaillée plus loin). Les cellules
de sortie évaluent l’intensité de la stimulation en provenance des cellules
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de la rétine en effectuant la somme des intensités des cellules actives. Avec
une formule:

"$# =

%&('*) ',+-' . #0/ ( 1 )

Avec:2 " # : activation de la 35468796 cellule de sortie.2 ) '
: valeur de sortie (0 ou 1) de la : 468796 cellule de la rétine.2 +;' . # : intensité de la connexion entre la : 46<796 cellule d’entrée et la 3 46<796

cellule de sortie.
Les cellules de sortie deviennent actives si leur degré d’activation

dépasse un seuil fixé noté = # . Le plus souvent, le seuil = # est fixé à zéro,
mais sans que cela soit nécessaire. Avec une formule:> # = ? 0 pour " #A@ = #

1 pour " #AB = # ( C )

(Le fait d’utiliser un seuil = # est équivalent à avoir une cellule d’entrée,
notée généralement

)�D
, toujours active). Le terme de biais de réponse est

parfois utilisé comme un synonyme de seuil.
Un des premiers perceptrons mis au point par Rosenblatt s’appelait

Mark 1. Il comportait une rétine de 20 E 20 = 400 cellules. Les synapses
étaient représentées par des séries de potentiomètres. Mark 1 occupait
l’équivalent d’un appartement de deux pièces!F(G�H5GJI-KL�MANOLQP�RTSVU�U I L�WAXZY\[�[�S�MAL
Le principal problème pour le perceptron est d’arriver à trouver un en-
semble de valeurs pour les synapses tel que les configurations d’entrée se
traduisent par les réponses voulues.

On peut envisager plusieurs règles d’apprentissage, la plus connue
porte plusieurs noms. On l’appelle règle de Widrow-Hoff (Cf. Widrow &
Hoff, 1960; Sebestyen, 1962; Nilsson, 1965; Duda & Hart, 1973), règle Delta
(Rumelhart & McClelland, 1986), ou simplement règle d’apprentissage du
perceptron (Hecht-Nielsen, 1990). On préférera, ici, le terme de règle d‘ap-
prentissage de Widrow-Hoff. Pour apprendre, le perceptron doit savoir qu’il
a commis une erreur, et il doit connaı̂tre la réponse qu’il aurait dû donner.
De ce fait, on parle d’apprentissage supervisé.
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La règle d’apprentissage est locale dans le sens que chaque cellule de
sortie apprend sans avoir besoin de connaı̂tre la réponse des autres cellules.
Seule importe l’information qui lui est apportée par les cellules de la rétine.
La règle en elle-même est très simple. Tout d’abord, une cellule ne modifie
l’intensité de ses synapses (i.e., � � apprend � � ) que lorsqu’elle se trompe. Si
la cellule de sortie est active quand elle devrait être inactive, alors elle
diminue l’intensité des synapses correspondant à des cellules actives de



��������	��

����� ����������������������
������ � �� �!
la rétine. Cela revient à diminuer l’intensité de la stimulation arrivant à
la cellule de sortie. Si la cellule de sortie est inactive quand elle devrait
être active, alors elle augmente l’intensité des synapses correspondant à
des cellules actives de la rétine. Cela revient à augmenter l’intensité de la
stimulation arrivant à la cellule de sortie.

On présente, donc, l’ensemble des stimuli à apprendre au perceptron
(dans un ordre arbitraire), et on permet au perceptron d’apprendre. Si
après une première présentation de l’ensemble des stimuli, le perceptron
commet encore des erreurs, on présente de nouveau l’ensemble des stimuli
(dans un nouvel ordre arbitraire) en permettant aux cellules du perceptron
d’apprendre. La procédure se poursuit ainsi jusqu’à ce que le perceptron
soit capable de donner toutes les réponses correctes.

De manière plus générale, la règle d’apprentissage de Widrow-Hoff
s’écrit: "$#&%('*),+-(. / =

"$#0%(+-(. / + 1 ( 2 /43657/ ) 8 - =
"$#0%(+-(. / + 9

" -(. /�: ( ; )

Avec:<
9
" -(. / : changement à effectuer pour la valeur

" -(. / .<
8 - : valeur de sortie (0 ou 1) de la =?>@BAC@ cellule de la rétine.< 5 / : réponse de la D�>@?AC@ cellule de sortie (0 ou 1).<
2 / : réponse théorique (ou désirée) de la D�>@?AE@ cellule de sortie (0 ou 1).< " #0%(+-(. / : intensité de la connexion entre la =?>@?AC@ cellule d’entrée et la
D >@?AC@ cellule de sortie, au temps 2 (les valeurs

" #0FG+
sont généralement

choisies au hasard).<
1 : une constante positive (généralement comprise entre 0 et 1). Le
problème du choix d’une valeur pour 1 est souvent délicat. Sa valeur
influence, en effet, la vitesse d’apprentissage. Sa fonction est détaillée
plus loin, dans le cas plus général des mémoires associatives linéaires.
Dans un certain nombre de cas, 1 peut varier en fonction de 2 . Dans ce
cas, l’apprentissage débute avec une valeur élevée de 1 , puis la valeur
de 1 diminue avec chaque itération. (Si la notion de valeurs singulières
d’une matrice rectangulaire vous est familière, on peut montrer que le
choix de 1 dépend uniquement des valeurs singulières de la matrice
des stimuli, Cf. Abdi, sous presse).
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Imaginons une version simplifiée de l’exemple décrit plus haut. Un per-
ceptron avec une rétine composée de 5 % 6 = 30 cellules, doit reconnaı̂tre les
chiffres de 0 à 9 lorsqu’ils sont présentés sur la rétine. Ce perceptron com-
porte 10 cellules de sortie. Il doit activer la cellule de sortie correspondant
au chiffre affiché sur la rétine (e.g. , lorsque le chiffre 1 est présenté sur
la rétine, la première cellule de sortie doit être active et toutes les autres
inactives). Les chiffres se présentent comme des valeurs 0/1 sur la rétine.
Ils sont & & dessinés ' ' comme suit (les valeurs 0 sont remplacées par des tirets
pour rendre la figure plus lisible):

(�(*)+(�( )�)�)�)�),)�)�)*)�)-(.)+(*(�(,)�)�)*)�),)�)�)�)�)/)�)�)*)+( )�)�)�)�)0)�)�)�)�)1)�)�)�)�)(�(.)+(�(1(�(�(�(.)2(�(�(*(.)-(.)+(*(�(,)+(�(*(�( )+(�(�(�(/(�(�(3)+( )+(�(�(.)0)+(�(�(.)1)+(�(�(.)(�(.)+(�( )�)�)�)�),)�)�)*)�)-(.)+(3)+(,)+(�(*(�( )+(�(�(�(/(�(�(3)+( )�)�)�)�)0)�)�)�)�)1)+(�(�(.)(�(.)+(�( )+(�(�(�(,(�(�(*(.)-(.)+(3)+(,)�)�)*)�),)�)�)�)�)4(�(.)*)�),)+(�(�(.)/(�(�(�(.)1)+(�(�(.)(�(.)+(�( )+(�(�(�(,(�(�(*(.)-(.)�)*)�)5(�(�(*(.),)+(�(�(.)4(�(�(3)+( )+(�(�(.)/(�(�(�(.)1)+(�(�(.)(�(.)+(�( )�)�)�)�),)�)�)*)�)-(�(�(3)+(,)�)�)*)�),)�)�)�)�)4(�(�(3)+( )�)�)�)�)0)�)�)�)�)1)�)�)�)�)
Les connexions entre les 30 cellules de la rétine (i.e., les 6 % 5 cellules
& & dépliées ' ' ) et les 10 cellules de sortie peuvent se mettre dans une ma-
trice (si le terme de matrice vous est inconnu, considérez qu’il fonctionne
comme un synonyme de & & tableau de données ' ' ) de 30 lignes et 10 colonnes.
A l’intersection de la ligne 6 et de la colonne 7 se trouve 8:9+; <>= Ces valeurs
sont initialisées avec un générateur de nombres aléatoires. Voici un en-
semble possible de valeurs de départ pour la matrice des valeurs 8 9?; < (les
valeurs dans la matrice ont été multipliées par 100 et arrondies pour rendre
la lecture plus facile):

( �A@ (?B.C ) @ ) @ B.D (.) � � D�D,(?BFEG(?BFCD )+E,(?B � (.) � (?BFD ( @ ) � � BFD D�CD (?BH) )+C ( @ �*I BH) �?J ( � B (?BFC � B(.)+E )+D ��J B � (.)+D,( � C B @ ��� � C )+C(?BFD )+D D @ ( � D ( J � E ( � ( ��J ( � DG(.)KB(�D�D (.) B I BH)1(?B�B B I I � (.) @ B �(.)L( � D,(?BH) BFC (?BFD I (.) � ( ��� BH) D(?B B�B (?BFC ��J � E D�D (�D�E,(?B @ ) � D�E)+D � B � D C I D � ( � EG(.) � (.)+C ) �D�C ( � D?B ( � D ( @ B (�DG( � )2(�D � (�D�CE D I (?BFE D I B J � C C D � ) �D?B (�D?B ( ��� � )1(�D�E,(?BH)L( � D,(�C I ( � (?BFE� ) B�B ( ��J (�D � (.) @ D � )+CG(�D�C ) @ (.)�)(.)�) I (�D�C � D�C � B J J (�D�C B @( � (�D J J ( � C (.) (?B B J (�D�E,(�D I (.) @)+DG(�D�E )+C ) � D I ( � C ( � (.)�)2(�D I (?BFEB I (�E,(�D J BFC ( � (�D�E D � (?BH)2(�D?B (?BFD(.)+D,( � C,(�D J ��@ (?B (.)+C (�C D.) BFD )+C( ��@ ) @ BH)L( � C D J (�D ) ) I D � ��J(?B BFC )+D ( J D � ) � ��I B � BFC D�C( � ) B )L(?B I ( � @ D @ ( J � D D�E��� D I � ) � B (?B @ D � � (?B (?BFD � )(.) )+E ) @ (�D I B � D�E D � B (�D J (�CB � ( ��@ (�CG(.) @ ) D @ ( J (�D D.)L(.)+D
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"$#&% '$()"�*�' +,* +,# "�'�()"�'�( #&- #�*)".+&/"�/ +,/ +,/)"�#�% *10 #.+ *�*)"&02+3"&04# #�5+,*)"�#�%6"�#�%)"&04# ".+�+ 04' 04')".+�+3"�#�* +,%"�#�# #�/ #�/ "�/ "�#�#6"�*.+7"&04%6"�*.+ 04/)"�#�5*�#)"�*�56".+,( +,( "�*�# *�* "�*&0 04%6"�#&0 "�#�-"&04(6"�#�/ +,* #�( #�% #�( #�' +,- +,*)"&0�0
Avec cet ensemble de valeurs 8:9&; <>= le perceptron n’est pas très efficace.

Par exemple, lorsque le chiffre 1 est présenté sur la rétine les cellules de la
rétine 3, 8, 13, 18, 23, et 28 sont actives. L’activation arrivant à la cellule 1
est donnée par la somme des connexions reliant cette cellule aux cellules
actives de la rétine. C’est à dire:

?A@ = 3 B 4 + 21 B 13 B 1 B 22 = B 16 C

Comme ? @ est négatif, la cellule de sortie 1 n’est pas active. En revanche,
un calcul analogue montre que les cellules numéro 2, 5, 6, 9, et 10 sont
actives (alors que seule la cellule numéro 1 devrait être active).

On peut décrire la performance du perceptron en notant dans une
matrice les réponses des cellules pour chaque stimulus. Chaque colonne
correspond aux réponses des 10 cellules du perceptron pour un stimulus
donné. Par exemple, la première colonne donne les réponses du perceptron
lorsque le chiffre 1 est présenté sur la rétine.

( ( ( + ( ( ( ( ( (+ ( + + ( ( ( ( ( (( ( ( ( + + + + ( +( ( ( + + + + ( ( (+ ( + ( + + + ( ( ++ + + + + + + + + +( + + + + + + + + +( ( ( ( + + + ( ( ++ ( ( ( + + + ( ( (+ ( ( ( ( + + ( ( (

On peut considérer qu’une cellule commet une erreur lorsqu’elle est
active alors qu’elle devrait être inactive, ou qu’elle est inactive alors qu’elle
devrait être active. Dans l’exemple présent, on peut relever 51 de ces
erreurs pour l’ensemble des stimuli (ce qui est en accord avec le fait que
les valeurs des synapses sont aléatoires, on doit s’attendre à une valeur
idéale, ou espérance mathématique, de 50 erreurs). On note en abrégeant
que D = 51. On peut remarquer aussi que D est une somme des carrés
d’erreur (parce que 1 E = 1; en général, les réseaux cherchent une solution qui
minimise une somme de carrés, comme dans le modèle linéaire classique
en statistique).

Pour apprendre, le perceptron doit modifier l’intensité des synapses
qui entraı̂nent des erreurs. Par exemple, imaginons que le chiffre 1 soit
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présenté sur la rétine lors de la phase d’apprentissage, et examinons la
première cellule. Elle devrait être active mais ne l’est pas. Il faut donc
modifier l’intensité des connexions entre la rétine et cette cellule de sortie.
Comme la cellule est inactive et qu’elle devrait être active, il faut augmenter
l’intensité des connexions qui la relient à des cellules actives de la rétine.
Les cellules actives de la rétine sont les cellules numéro 3, 8, 13, 18, 23
et 28. L’intensité des connexions entre ces cellules actives de la rétine et
la première cellule de sortie sont respectivement de l 03 m7nHl 04 mol 21 m2n�l 13 m
nHl 01 et nHl 22 l En utilisant la formule donnée plus haut, avec une valeur
de p = l 10, on peut trouver qu’il faut changer la connexion de la première
cellule en:

q�rVsOt:u#vwOx y = q�rOsOvwVx y + p ( z y n|{ y ) } w = q�rVsOvwOx y + ~ s q wOx y
= l 03 + l 10(1 n 0)1 = l 03 + l 10
= l 13 l

Les autres connexions deviennent l 06 m�l 31 m�nHl 03 m�l 09 m et nHl 12 l
Après une itération (i.e., après apprentissage de l’ensemble des stim-

uli), le nombre d’erreurs tombe à 11. Ainsi que le montre la figure 3.a., il
faut néanmoins 25 itérations au perceptron pour apprendre parfaitement
l’ensemble des stimuli. Si l’on décide de modifier la constante d’apprentis-
sage en fonction de l’itération, on peut diminuer considérablement le temps
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d’apprentissage. Par exemple, une simulation débutant avec une valeur
de # égale à .90 et décroissant # proportionnellement au nombre d’itéra-
tions permet d’atteindre le résultat désiré en 5 itérations au lieu de 25. La
décroissance du nombre d’erreurs est donnée dans la figure 3.b. La ma-
trice de résultats devient maintenant (si vous êtes famillier avec le calcul
matriciel, vous reconnaissez la matrice identité):

$ % % % % % % % % %% $ % % % % % % % %% % $ % % % % % % %% % % $ % % % % % %% % % % $ % % % % %% % % % % $ % % % %% % % % % % $ % % %% % % % % % % $ % %% % % % % % % % $ %% % % % % % % % % $

L’ensemble des connexions est maintenant donné dans la matrice suiv-
ante (toujours multipliée par 100 et arrondie à l’entier le plus proche):

&('�) &+*(, ) &�' '�*-&�*�' & $ ) &+. &�/�.0&�,�,& $ . '�.-&�,(1 &�'�'-&�/�*0&�'�) & $ &�* $ '�* '�,$ * &�, $ , &�'�)-& $2% $ / &�/23 &�.�, 3& $ . '�* $ / '�1-&�*�*0&(34, '�) & $ ) , ,&(34* '�* *�)0&�*�* 3 $ . &�'�'-&(34/0&�'�*0& $ 3&�*�*-&(3 $ &�, % * $ &�'(3 , % & $2% 34' $�$ ' 341&�' $ &�'�*0&(3 $ ,�,-&(34* % & $ '-&�'�' 3 $ */ '(3 &(34, '�/ $ . $ * &�*�.-&(34) 1 '�.$ * '(3 $ * 3 % 1-&�*�. & $ 1-&�*�,0& $ 1 & $*�, $ 3�3 &�'�*-& $ )0&(34/ & $ *-& $�$ & $ ' ,. 3 % &(34. &�. $2% *�/ , & $ , *�1 $ '$ 3 & $ 3 $�$ * $ &(34.0&�/ $ &�*�* $2% * $ &�1�.* $ 3�3 $ 3 &�*�'-&�*�) & $ , '�, 34)0&�. $&�* $ ' % &�, 1 &�,-&�' $ *�/ 34/ & $ ,0& $ '&�1 &�'�/ $ /0&�'�,-& $�$ &�,(3 *�/ &�'�.0& $2% '�'$ * * &(34, ' , % &�*�, &�'�' .�15& $�$2% &�*�.' % &�.-&(34/ 34, $�$ * '�1 &�. $ &�,(3 &�)�*&�* &(34,0&�,�/ )-&�'(3 &�, & $ ,-& $ 1 &�.0&(34,&(34) $ ) ' $ &�*�, '�/ '�. &�1 &(3 % &�)0&�'(3&(3 &�'�, $ *0&�'�/ $ ' $ 1 $2% *�1 '�, '�,&�' $ 3�3 &(3410&(3 % &(341 '�) '�) 1(3 &�*�. ,�.' * % ' $ *(3 &(34) *�1 ' &(3 &(34* ' $& $�$ &�* $ )0&�' % *�' $ . *�1 3 &(34/0& $ ,'�1 &�'�)0& $ ,0& $ )-&�'�1 '�) &�/ &�'�* $�$ &�'�*&(341-&�' % &�'�, $ * '�'-&(3 % &�/ % *�. '�*0& $ )&�) '�) $ )0&�*�1 3�3 $�$ $ * &�/ $ &(34' '�/$ * & $ 10&�'�10&�,�' & $ *�, '�, &�* $ &�'�* $ 1& $ ' $ ) '�)0& $ )-&�'�'0&�/ $ &�/�1-&�, $ *�)0&�*�/$ ' &�'�/0& $2% $2% &�'�' '�* &�,(3 '�1 &�'(3 &�'�.&(3 % & $ ) * % 1 % , &�'�* &�.0&�,(3

On peut montrer que lorsqu’une solution existe, le perceptron arrive
à la trouver (Block, 1962; Minsky & Papert, 1969; Abdi, sous presse; voir
aussi le paragraphe sur les mémoires associatives).
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L’exemple précédent le montre, le perceptron est capable d’apprendre à
reconnaı̂tre des formes. Mais quelles sont exactement ses capacités? On
peut montrer que le perceptron ne peut apprendre que dans le cas où les
catégories à apprendre sont linéairement séparables. Le cas particulier le
plus connu de catégories ne possédant pas la propriété d’être linéairement
séparables est la fonction � �=�j�6��� � (appelée aussi � �<��� exclusif � � ). La fonction



��������	��

����� ����������������������
������ � �� "!

��� � est une fonction utilisée en logique. Elle revient à associer une valeur
de sortie pour deux cellules d’entrée de la manière suivante:

0 0 # $&% 0
1 0 # $&% 1
0 1 # $&% 1
1 1 # $&% 0

( ' )

Imaginons un perceptron avec deux cellules d’entrée et une cellule de
sortie qui doit apprendre cette fonction. Il possède deux poids (*) et (�+
qui relient les cellules d’entrée à la cellule de sortie. Le fait d’associer les
valeurs (1 , 0) d’entrée à 1 en sortie implique ( ).- 0 / De même, Le fait
d’associer les valeurs (0 , 1) d’entrée à 1 en sortie implique (0+ - 0 / Or,
pour donner la réponse 0 pour les valeurs (1 , 1) d’entrée, les valeurs de (*)
et ( + doivent être inférieures ou égal à zéro; ce qui contredit les conditions
précédentes. Autrement dit, dès lors que le perceptron a appris à associer
la réponse 1 au stimulus (1 , 0) ou au stimulus (0 , 1), il donnera toujours la
réponse 1 au stimulus (1 , 1). Il est donc impossible de trouver un ensemble
de valeurs (�1 permettant à un perceptron d’apprendre la fonction ��� � .

De manière générale, 2 catégories d’objets dans un espace à 3 dimen-
sions (avec 25463 ) sont linéairement séparables si on peut trouver ( 27$ 1)
hyperplans à ( 3
$ 1) dimensions les séparant. Dans le cas particulier d’un
perceptron à deux cellules d’entrée, et une cellule de sortie, deux catégories
sont linéairement séparables si et seulement si on peut séparer les deux
catégories par une droite. Par exemple, comme le montre la figure 4.a., la
fonction ��� � n’est pas linéairement séparable puisqu’il n’est pas possible
de tracer une ligne telle que les sommets [0 , 0] et [1 , 1] soient d’un même
côté de la ligne et les sommets [1 , 0] et [0 , 1] de l’autre. En revanche, la
fonction �98 , avec la table de vérité suivante:

0 0 # $&% 0
1 0 # $&% 0
0 1 # $&% 0
1 1 # $&% 1

( : )

est linéairement séparable, puisque l’on peut tracer une droite qui sépare
les objets devant avoir une valeur de sortie de 1 des objets devant avoir
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une valeur de sortie de 0 � Remarquons, enfin, que le perceptron implémen-
te la méthode statistique de l’analyse discriminante pour le cas particulier
où les valeurs d’entrées sont des valeurs binaires.

������������������ � � �"!#� ��$&%'��)(�� � ��* � �#+�,-(�� %/.
La notion de problème linéairement séparable ne mérite peut-être pas
l’importance qui lui a été accordée. Une critique, jugée majeure naguère,
addressée au perceptron était qu’il ne peut classifier des objets que lorsque
les classes sont linéairement séparables. En particulier, comme on vient
de le montrer ci-dessus, le perceptron ne peut apprendre la relation 0213� .

En fait, le perceptron peut apprendre cette relation si elle est proprement
codée. Il suffit, en effet, d’utiliser 3 cellules d’entrée au lieu de 2, et de
présenter à la troisième cellule le produit des deux autres. Le problème
revient, ainsi, à apprendre la relation (ternaire) suivante:

0 0 0 4 576 0
1 0 0 4 576 1
0 1 0 4 576 1
1 1 1 4 576 0

( 8 )

(la troisième colonne s’obtient par multiplication des deux premières).
Une fois ce recodage effectué, un perceptron avec 3 cellules d’entrée

et une cellule de sortie peut résoudre le problème posé. Par exemple,
l’ensemble de poids suivant donne l’association correcte (avec un seuil9

= 0): : ; = 1 <
: = = 1 <

: > = 5 2 � ( ? )

Cet exemple montre qu’un problème non-linéairement séparable peut, grâ-
ce à un recodage approprié, être transformé en un problème linéairement
séparable. De ce fait, le problème important en pratique est celui du codage
du problème à résoudre plus que le problème de l’architecture spécifique
du réseau de neurones.

Une autre méthode pour résoudre des problèmes non-linéairement sé-
parables est de créer des réseaux avec plusieurs couches. Rosenblatt avait
déjà remarqué, en 1962, qu’un perceptron avec une couche supplémentaire
interposée entre la rétine et la cellule de sortie pouvait résoudre le problème
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Q�R�S . Par exemple, un perceptron avec deux cellules d’entrée, une cel-
lule cachée, une cellule de sortie, et des connexions comme indiquées ci-
dessous arrive à implémenter la fonction Q�R�S (on fixe _ égal à 0 pour la
cellule de sortie; pour la cellule interne, _ est fixé à 1):

`ba�c�d%e/f�cgdVh	ikjml/npoqlsrtr3u�rVl/n
vw245�X@:W9C5�X@7W+xK(.�>%9 vw245�X@:W9C5�X@7W+

.4+65�0(E.4. 24.1>@>@;(>\.�X@+65�.40J+=. y K(.H>%9Z21.4>@>\;(>@.�K(.HIJ7W0J5�X@.
T�z<{k[B] T|zx{~}W]

� � �V����� �?�����V���Z� �?���x�4� � � �V�����?�6���O�������6�q�V���q�G�?���x�
� � �V����� �?�����V���Z� �?���x�4� � � �V�����?�6���O�������6�q�V���q�����/�x�
� � �V����� �?�����V���Z� �?���x�4� � � �V�����?�6���O�������6�q�V���q�����/�x�
� � �V����� �?�����V���Z� �?���x�4� � � �V�����?�6���O�������6�q�V���q�����/�x�TtyZ.1IJ5�>%9Z0=E.1,/7�+=IJ.�K=.H>%9Z24.1>@>@;(>\.�X@+65�.40J+=.�9M,(0BN.4I�A A8IJ.4;=X@>@>%94�W.�F F%]

�H�������#�������
�xE.15J9MX@>mK=.4IH0=E.1,/7�+=IJ.4I�K=.4IH24.1>@>@;=>@.4I�K=;�,/.40J21.4,=530J7W+�K=.�>%9��/�W;(0J.q�<,/7W;(0H>%9��O7�+=245�X@7W+Q�R�S

Comme on peut le vérifier sur la figure 5 et dans le tableau 1 ci-dessous, la
cellule interne (ou cellule cachée) effectue la multiplication (correspondant,
donc, au

�#�
logique) des deux cellules d’entrée. Puis, elle transmet le

résultat de la multiplication à la cellule de sortie.
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Ainsi que le remarquaient, Minsky & Papert (1969), le problème avec

les cellules cachées est de trouver un moyen de leur faire modifier l’int-
ensité de leurs connexions par apprentissage. En 1969, lorsque ces au-
teurs publièrent leur livre � � Perceptrons � � , il n’y avait pas de procédure
disponible. Ils en conclurent (trop rapidement !) qu’il n’en existait prob-
ablement pas. Comme d’habitude quand on prédit que quelque chose
n’existe pas, d’autres font exprès de montrer qu’on a tort. Et donc, depuis,
on a trouvé plusieurs procédures pour faire apprendre la couche interne
en fonction de l’erreur du système. La plus célèbre est la rétro-propagation
(pour l’anglais � � back-propagation � � ), décrite plus loin, en fin de chapitre.

��� ������� ���� �
�! "���$#%���&�('��)#+*,�.-
���/�0�21 ��,#"�2 (���

Dans les paragraphes qui suivent, on utilise la notation matricielle qui
permet une écriture compacte des formules. Une introduction à ces notions
orientée vers les réseaux de neurones se trouve dans Jordan (1986), et dans
Abdi (sous presse).

3�465!487:90;=<
>@?BADC�>FE�AG9�H8<
>IE@;=ADJKAMLF?B?�LON�PLFHQPLI;R>@?�LSL�ETH@9�EF>IE@AG9�H�C
Les stimuli sont représentés par des vecteurs d’ordre U=V 1 notés WYX dont les
composantes codent la valeur des descripteurs des stimulis, ou, de manière
équivalente, indiquent la valeur d’entrée pour chaque unité. On admet, en
général, que les vecteurs sont de norme unité. Les réponses du système
sont représentées par des vecteurs d’ordre Z�V 1 notés [\X . L’ensemble des]

stimuli est représenté par une matrice ^ d’ordre
] V
U dans laquelle

la _ -ième ligne est Wa`X . L’ensemble des
]

réponses est représenté par une
matrice b d’ordre

] V
Z dans laquelle la _ -ième ligne est [ X . La matrice
Z+VSU de connexions est notée c . La règle d’apprentissage (dite règle
de Hebb, 1949) dans ces systèmes stipule que les connexions changent de
manière proportionnelle au produit de l’entrée et de la sortie. Par exemple,
si l’on considère l’association entre le _ -ième stimulus et la _ -ième réponse,
la connexion d�egf h entre la cellule i d’entrée et la cellule j de sortie sera
proportionnelle à k�Xafle2VnmoXaf h . Pour simplifier, on admet que la constante de
proportionalité est 1. Pour associer le _ -ième stimulus à la _ -ième réponse,
on construit la matrice:

cpX = [qXaW `X ( r ) s
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Pour obtenir la réponse associée au # -ième stimulus, on post-multiplie la
matrice $&% par '(% , la réponse obtenue est notée ˆ) % . On vérifie que ˆ) %
égale ) % :

ˆ) % = $ % ' % = ) % '+*% ' % = ) % ( , )

Pour associer plusieurs stimuli à plusieurs réponses, on somme les diffé-
rentes matrices $&% . On obtient, ainsi, la matrice $ :

$ =
- $.% =

- ) %/' *% = 0 *�1 ( 243 )

La réponse associée au # -ième stimulus s’obtient par:

ˆ) % = $5' % = 6-7 8�9 )
7
'+*7 ' % = ) % +

-7�:8 % cos( '
7 ; ' % ) )

7
( 2<2 )

Note: lorsque ' %>= ' %@? quels que soient #BA= #!C [i.e., ' *% ' %D? = 0, et donc
cos( '(% ; 'E% ? ) = 0 alors ˆ) % = ) % . Afin d’estimer la qualité de l’association,
il suffit de comparer la réponse obtenue (ˆ) % ) à la réponse attendue ( ) % ), la
mesure la plus populaire étant cos( ˆ) % ; ) % ).F�GIHJGKHJGMLONPRQTS�UWVXP	Y[Z<\R]^SR_DZRY+Y^Sa`bUcZb]+UedRPbYgfcUih NPbZRUWV(PbY
Les mémoires auto-associatives constituent un cas particulier de ce modèle,
lorsque stimuli et réponses constituent un seul ensemble (représenté par
la matrice 1 ). La matrice $ est alors égale à 1 * 1 . Elle correspond à une
matrice de � � produits-croisés � � comme celles que l’on rencontre dans les
analyses de corrélation. Lorsque l’ensemble de stimuli n’est pas orthog-
onal, la mémoire sera sujette à des � � fausses reconnaissances � � , ou, si l’on
préfère, la mémoire reconstituera parfaitement des stimuli qui n’ont pas
été stockés. Ces stimuli définis par l’équation:

$kj % = lRj % avec: j�* % j % = 1 ( 2bm )

sont les vecteurs propres de $ . Ils peuvent s’interpréter comme les com-
posantes principales des stimuli (i.e., l’analyse duale de celle pratiquée géné-
ralement, on rencontre parfois le terme de � � Q-analyse en composantes princi-
pales � � , Cf. Kerlinger, 1986). Ils peuvent s’interpréter—dans un cadre plus
psychologique—comme des � � prototypes � � ou des � � macro-caractéristiques � �
(Cf. Anderson, Silverstein, Ritz, & Jones, 1977; Anderson & Mozer, 1981;
Abdi, 1988; O’Toole & Abdi, 1989; O’Toole, Deffenbacher, Abdi & Bartlett,
1991).
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Pour améliorer la performance de la mémoire (i.e., pour augmenter le cos-
inus entre les 354 et les ˆ314 ) on peut utiliser différentes procédures d’ap-
prentissage qui n’utilisent que l’information accessible localement par les
connexions. La plus populaire d’entre elles, déjà décrite pour le percep-
tron, est celle de Widrow-Hoff (alias règle Delta, Cf. McClelland et al.,
1986). Cette procédure est itérative, elle corrige l’écart entre la réponse
obtenue et la réponse attendue. Dans le cas général elle s’écrit:

687:9<;�=?>
=
687@9<>

+ A ( B 4DC 687@9<> 3 4 ) 3!E4 ( FHG )

avec
687@9<>

: matrice
6

à l’étape I ; A : une constante positive arbitraire; etJ
étant choisi aléatoirement. En général, cette procédure peut demander

un nombre considérable d’itérations pour converger vers un état stable.
On peut montrer (Abdi, sous presse) que cette procédure d’apprentissage
ne dépend que de la matrice des valeurs propres de K E K , notée L , des
vecteurs propres de K E K (notés M ), des vecteurs propres de KDK E (notésN

), de A et de I . Précisément,
6 7@9<>

peut s’exprimer comme:

6O7<9<>
= PQM R L,SDTU�VXW C ( W C AYL )

9[Z]\ N E_^ ( F]` )

On peut voir, d‘après cette équation, que lorsque A satisfait:

0 abA,a 2 c�S =dfehg (avec c dfeig étant la plus grande valeur propre), ( F(j )

la procédure d’apprentissage converge vers (Cf. Kohonen, 1984):
k6

= PQK ; où: K ; dénote la pseudo-inverse de K . ( F]l )

Dans le cas d’une mémoire auto-associative, cette procédure converge vers:
k6

= KDK ; = MmM E avec: M matrice des vecteurs propres de
6

. ( F(n )

Ce qui revient à o o sphériciser p p la matrice
6

(i.e., à imposer aux valeurs pro-
pres non-nulles d’être égales à 1). De ce fait, la notion de vecteur et valeur
propres est centrale pour l’analyse de ces systèmes [on notera, au passage,
que le seul chapitre de mathématiques dans l’ouvrage—déjà classique—
en deux volumes de Rumelhart & McClelland, (1986), est consacré à une
introduction à l’algèbre linéaire].



��������	��

����� ����������������������
������ � �! ��
"�#%$'&($�) *+-, + $/.10�.3254768. 9+;: 6!< + $
Les mémoires associatives linéaires fournissent des vecteurs dont les ré-
ponses sont des vecteurs à valeurs dans = . Anderson (Anderson et al., 1977;
Anderson & Murphy 1987), Hopfield (1982, 1984) étudient le comporte-
ment de mémoires (auto-associatives) lorsque les stimuli et les réponses
sont des vecteurs à valeurs dans > 0 ? 1 @ . Le modèle de Anderson est
généralement connu sous le nom de modèle � � Brain State in a Box � � (BSB; Cf.,
aussi, Proulx, ce volume). Les deux formulations semblent différentes mais
sont fondamentalement semblables. L’approche de Hopfield a stimulé
l’intérêt de plusieurs théoriciens et son modèle est souvent relié aux con-
cepts de la physique des solides qui traduisent son modèle en termes
de machines de Boltzman ou de champs aléatoires markoviens (Markov Ran-
dom Fields). Ces mémoires auto-associatives se comportent comme des
mémoires auto-adressables. C’est à dire que le fait de ne donner qu’une
partie d’un stimulus stocké entraı̂ne comme réponse le stimulus entier
(ou reconstitué). Cette propriété distingue les mémoires non-linéaires des
mémoires linéaires. En effet, comme l’équation A�BCB!D le montre, une mémoire
linéaire répond en fonction de la proximité (i.e., du cosinus) de l’ensemble
des stimuli stockés. A l’inverse, une mémoire non-linéaire répond au stim-
ulus en fonction du plus proche voisin (au sens de la distance de la différence
symétrique) de ce stimulus parmi les stimuli stockés.

ECF�G!F�H�IKJ�LNMNO�PRQSQ�IUTWVQ�LNXRYWVQ�TZO[I]\^J7_a`�QSbCc^\�_�d8J7T�efO�Ig\^J7_
(Rappel: cet exemple concerne des mémoires auto-associatives pour les-

quelles l’ensemble de stimuli est le même que l’ensemble de réponses).
Le h -ième stimulus est représenté par un vecteur d’ordre iWj 1 noté kml , à
valeurs dans > 0 ? 1 @ , nnn est un i7j 1 vecteur à valeurs dans = , avec n�o : seuil
pour l’unité p . A partir des vecteurs k l , on définit des vecteurs � � recodés � �q l :

q l = (2 k l�r B ) (i.e., les valeurs 0 sont remplacées par r 1). ( B�s )

La matrice t s’obtient ici par:

t = u l
q l q�v l ( B�w )

La récupération de l’information s’obtient par étapes:
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Initialisation: mettre le paramètre � = 1 ( � donne le numéro de l’itération
en cours). Mettre ¯���������

égal à
���

.���
Soit ˆ� � � � �

= ! ¯� �����#"�$%�
(Nota Bene, lorsque � = 1, cette étape correspond

au rappel pour une mémoire auto-associative linéaire).&��
Soit

¯� � � � �
= [ ¯' � � �(�) � ] *,+ = 1 -.-.-�/�0�1 avec

2
¯' � � �( ) � = 1 ssi ˆ' ��� �(�) �4365 (
¯' � � �( ) � = 0 ssi ˆ' ��� �(�) �4765 ( (

&��
)

(cette procédure revient à mettre la valeur 1 pour les cellules qui ont
une activation supérieure au seuil d’activation, et à mettre la valeur 0
pour les cellules qui ont une activation inférieure au seuil d’activation).8��
Comparer ¯� � � �9"�$%�

et ¯� � ��� �
. Si ¯� � ���9":$%��;

= ¯� � ��� �
, changer � en � + 1 et itérer

la procédure à partir de l’étape
�

. Si ¯�<�=� �9"�$%�
= ¯������� �

(ou ¯�<�=� �9"�$%�?> ¯������� �
,

si on veut utiliser une approximation), alors on a trouvé une réponse
stable du système, et on arrête le calcul.

Les réponses stables constituent les attracteurs de la mémoire. On peut
montrer (Hopfield, 1982, 1984; Pour le modèle BSB d’Anderson, Cf. Golden,
1986) que cette procédure revient à rechercher le vecteur @ à valeurs dans* 0 1 1 0 minimisant une énergie notée A :

A = BC@.!D@FE + 555 @,E (
&��

)

en partant de
� �

et en utilisant la technique de la plus profonde descente
(lorsque cette fonction décroı̂t à chaque étape, elle est appelée fonction
de Lyapounov du système, Cf. Sánchez, 1968; Luenberger, 1979; Beltrami,
1987; Seydel, 1988; Perko, 1991).

Le minimum ainsi obtenu par la mémoire est un minimum local. Pour
essayer d’augmenter la possibilité d’obtenir un minimum global à partir de
ces mémoires, on peut utiliser une formulation légèrement différente en
termes de machines de Bolzmann, ou, ce qui est équivalent (Cf., Moussouri,
1974; Geman & Geman, 1984; Ackley, 1988), en termes de champs markovien
aléatoires. Ces mémoires reviennent à utiliser les techniques dites de G G recuit
simulé H H (Cf. Kirpatrick, Gelatt & Vecchi, 1983; Siarry & Dreyfus, 1988; Aarts
& Korst, 1989).
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Les machines de Bolztmann correspondent à une variation sur le thème
des mémoires de Hopfield. On esquisse ci-dessous les éléments essentiels.
Une discussion détaillée se trouve dans Ackley et al. (1985), Hinton &
Sejnowski (1986), un modèle similaire est décrit sous le nom de théorie de
l’Harmonie par Smolensky (1986).

On définit la différence d’énergie locale à l’unité A pour la configuration B
par: CEDGF

= HJIF B�K?L&M (avec H F : A -ème colonne de N ) O ( P&P )

Ce qui revient à calculer, pour un vecteur B donné, la différence d’énergie
lorsque la A -ème unité passe de la valeur 0 à la valeur 1. La procédure de
récupération peut s’appliquer localement dès l’étape 1. On décide alors de
mettre ¯QSRUTWVF XZY égal à 1 avec la probabilité:

[ F
=

1
1 + \^]�_a`#bdc I ( P!e )

où f est une valeur réelle correspondant à la � � température � � du sytème.
Une conséquence de cet algorithme fournit une formule simple pour com-
parer la probabilité de deux états B et B�g , d’énergie

D�h
et
D�hji

. Le rapport
des probabilités est donné par la distribution de Gibbs ou de Bolzmann
(suivant les préférences pour les appellations):

[ h
[ hki =

\ ]�`�lkc I
\ ]�` l

i
c I = \ ] R `!lm]S` l

i V c I O ( P!n )

Intuitivement, la fonction de la température permet au système d’é-
viter les minima locaux. A hautes températures, le système peut facile-
ment passer d’un état à l’autre (et éviter ainsi un minimum local), mais
il peut aussi � � rebondir � � d’un état d’énergie faible à un état d’énergie
supérieure (et � � laisser passer � � un minimum local � � meilleur � � qu’un autre).
La stratégie (cousine du bricolage) est généralement de débuter la pro-
cédure à haute température, puis de la réduire progressivement. Cette
manière de faire correspond en physique au refroidissement d’un verre ou
d’un cristal où les atomes doivent se placer en fonction de l’état de leur
voisins. Plus la température est élevée, plus facilement un atome peut
changer sa configuration, lorsque la température décroı̂t, les contraintes
imposées par les atomes voisins agissent plus fortement sur l’état d’un
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atome donné. On emploie souvent—par analogie avec la physique des
particules—la notion de � � spin � � lorsque les atomes ne peuvent adopter
que deux états: haut et bas (Cf. les modèles neuro-mimétiques de Little &
Shaw, 1974). Les simulations informatiques indiquent que cette manière
de faire donne des résultats satisfaisants. Les principales applications de
ces techniques sont la reconstitution d’images (Geman & Geman, 1984),
ou plus généralement, les problèmes avec de nombreuses contraintes lo-
cales à satisfaire simultanément (Cf. Kirpatrick et al., 1983), comme par
exemple la vision stéréoscopique (Cf. Schyns, ce volume), ou la reconnais-
sance de formes (Cf., entre autres, Pao, 1989; Fukunaga; 1990; Carpenter
& Grossberg, 1991; Quinlan, 1991; Schalkoff, 1991).

�������������! #"$�% '&
�("*) +� �$,-&'���-"*) �.�/��� 0"."*)21
� 0"3 4��,
576
��,368�/9$�: ;�<,>=

A l’origine, un des problèmes du perceptron à plusieurs couches était de ne
pouvoir apprendre à résoudre des problèmes non-linéairement séparables,
comme, par exemple, la relation binaire ?�@A� . Depuis, plusieurs procédures
ont été trouvées permettant aux cellules de la couche interne de modifer
leurs connexions en fonction de l’erreur du système. La procédure la plus
célèbre est connue sous le nom de rétro-propagation (pour l’anglais � � back-
propagation � � ), ou de règle de Widrow-Hoff généralisée ou de règle Delta. Elle a
été, tout d’abord, trouvée en 1969 par Bryson & Ho, puis (indépendamment)
en 1974 par Werbos, mais est restée largement ignorée. Elle a été redécou-
verte vers la fin des années quatre-vingts par plusieurs chercheurs (Le Cun,
1986; Parker, 1985; Rumelhart, Hinton, & Williams, 1986).

Un réseau utilisant la technique de rétro-propagation de l’erreur com-
porte une couche d’entrée, une couche de sortie, et au moins une couche
(dite cachée) intermédiaire entre la couche d’entrée et la couche de sortie.
Pour faciliter l’exposé considérons un réseau avec une seule couche cachée
(s’il y a plusieurs couches cachées, il suffit de remplacer dans ce qui suit
le terme couche de sortie par le terme couche cachée suivante). Le diagramme
d’un réseau avec une couche cachée est donné dans la figure 6 (avec les
notations détaillées ci-dessous).

L’idée essentielle de la rétro-propagation est remarquablement simple.
Les cellules de la couche de sortie calculent l’erreur entre la réponse donnée
et la réponse désirée et ajustent l’intensité des connexions comme pour
une mémoire auto-associative normale (mais, non-linéaire), en utilisant la
règle de Widrow-Hoff. Ensuite, l’erreur est propagée en sens inverse de la
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COUCHE DE SORTIECOUCHE CACHEE

h g

INPUT

f

W Z
connexions

Matrix de 
connexions
Matrice de 

Synapses
modifiables

Synapses
modifiables

z jlwli

J: neuronesL: neuronesI: neurones

$!%'&�(�)*(#+ ,�-�.0/2143657.73�8*-65�9�: 8*;<-2=5?>@5?AB8<9*5�;*5?8*-�C�;D57>#A7E�5?.�8D;*5�.?C�8D.0/D5�.FAF.G/�=575IHJKAL.?C�8D.0/D5�9!: 57;23M-D=575�5?>@3�.?C�N�OPCI>D=5?5Q9D5SRT.75GU4U48DU457>VHWJKA�.7CI8*.G/D5�.FAF.G/�=575S5?>@3�.7CIN�OPC�>D=5759*5YXZ.75?U4U48*U[57>G\!JKAT.7CI8*.G/*5S9D5�>@C�-63M145�5?>@3�.?C�N�OPCI>*=575�9D5�]^.75?U4U48DU457>FHSJP57>_.7CI;*;D5@`�14CI;*>
aWbGced 9*5SU'AQ.?C�8D.G/*5�9f: 57;23�-*=575_gAhU'Ah.?C�8D.G/*5�.FAF.0/�=575�>6C�;23W>63MC�.?iW=575?>�9PAF;*>�U'AhN<AF3�-@14.75kjlHJP57>W.?C�;D;*5?`�14CI;*>#m0n c b 9*5�U'A�.7CI8*.G/D5�.FAF.0/�=575YgAQU'A�.?C�8D.0/D5�9*5�>@CI-@3M1[5�>@CI;23W>@3�C�.Gi#=5?57>W9oAB;D>U'AhN<AF3M-614.75�p�H�q�;r>@3�14N_8*U48D>�57;r57;23�-*=575�5?>@3�;*CI32=5QsD\2U'Ah-*=57OPCI;*>65�9*5SU'Ah.?C�8D.0/D5�.FAF.G/�=5?557>63W;*CI32=575St�\2U'AQ-D=5?OPC�;D>@5�9*5SU'AQ.?C�8D.G/*5�9D5�>@CI-@3M1[5�57>@3�;DC�32=575vuw \xU'Ah-D=57OPCI;*>@5�9�=5?>@14-D=5?5�9D5U'Ah.?C�8D.0/D5�9D5S>@C�-63M145k57>@3�;DC�32=575 w H

couche de sortie à la couche cachée (en utilisant les connexions reliant les
cellules de la couche cachée à la couche interne). Puis, les cellules de la
couche cachée modifient à leur tour l’intensité des connexions les reliant
aux cellules de la couche d’entrée de manière à réduire l’erreur.

De manière plus technique, soit un réseau de neurones avec une
couche d’entrée, une couche cachée et une couche de sortie. On note:y z0{ : le vecteur à | éléments représentant le } -ième stimulus (i.e., la

couche d’entrée comporte | cellules).y ~�{ : le vecteur à � éléments représentant la réponse des � cellules de
la couche cachée lorsque le } -ième stimulus est présenté en entrée (i.e.,
la couche cachée comporte � cellules).
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I ˆJ�K : le vecteur à L éléments représentant la réponse des cellules de
la couche de sortie pour le M -ième stimulus (i.e., la couche de sortie
comporte L cellules).I JNK : le vecteur à L éléments représentant la réponse désirée (ou théo-
rique) des cellules de la couche de sortie pour le M -ième stimulus.I O : la matrice d’ordre PRQTS des valeurs des connexions reliant les
cellules de la couche d’entrée aux cellules de la couche cachée; U?VXWZY
donne la valeur de la connexion entre la [ -ème cellule d’entrée et la\
-ième cellule de la couche cachée.I ] : la matrice d’ordre L^Q_P des valeurs des connexions reliant les

cellules de la couche d’entrée aux cellules de la couche cachée; `ba0W V
donne la valeur de la connexion entre la

\
-ième cellule de la couche

cachée et la c -ième cellule de sortie.
Pour utiliser la technique de rétro-propagation, la réponse des cellules

doit être une fonction non-linéaire de l’état d’activation de la cellule. En
notant d�e l’état d’activation de la cellule f , la réponse de la cellule (notéeg e ) sera:

g e = h ( d e ) i ( j�k )

Il existe plusieurs fonctions h satisfaisantes, une des plus fréquentes (et
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des plus pratiques) est la fonction logistique (Cf. équation #%$ ):

&
( ' ) =

1
1 + (*),+.- ( #!/ )

Comme le montre la figure 7, elle possède la propriété intéressante de rester
dans le domaine [0 1]. En outre, sa dérivée (utilisée pour l’apprentissage)
est simple à calculer:

&10
( ' ) = 2 ( ),+

(1 + ( ),+ ) 3 =
&

( ' )[1 2 & ( ' )] - ( #	4 )

Pour répondre à un stimulus, le signal est propagé de la couche
d’entrée à la couche de sortie en passant par la couche cachée. A chaque
étape, la réponse des cellules s’obtient par la fonction logistique (on peut,
évidemment concevoir des réseaux avec des fonctions de réponse différen-
tes pour chaque couche, mais l’analyse en sera rendue plus difficile). Ainsi
lorsque le 5 -ième stimulus est présenté en entrée, le vecteur de réponse
des cellules de la couche cachée est donné par:

6�7
=
&

( 8:9 7 ) - ( #!; )

Puis, la réponse de la cellule de sortie est donnée par le vecteur:

ˆ< 7 =
&

( = 6 7 ) - ( #!> )

La technique de rétro-propagation, est une technique d’apprentissage
supervisée (i.e., pour apprendre, le réseau doit connaı̂tre la réponse qu’il
aurait dû donner). Elle modifie l’intensité des connexions de manière à
diminuer l’intensité de l’erreur commise par la cellule pour la réponse
considérée. La procédure de prise en compte de l’erreur est la même pour
toutes les couches, mais l’estimation du signal d’erreur diffère suivant les
couches.

Pour les cellules de la couche de sortie, l’erreur est évaluée en com-
parant la réponse donnée par la cellule avec la réponse théorique. Le
vecteur d’erreur pour le 5 -ième stimulus vaut donc

? 7 = ( < 7 2 ˆ< 7 ) - ( $	@ )

Le signal d’erreur prend en compte l’erreur commise par la cellule et l’état
d’activation de la cellule. Pour la couche de sortie, il est défini comme
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= !�" ( #%$  ) & ( '  ) = ˆ(  & ( )+* ˆ(  ) & ( (  * ˆ(  ) , ( -.) )

avec & indiquant le produit terme à terme des vecteurs (ou produit de
Hadamar, Cf. Searle, 1982; Horn & Johnson, 1985), et ) un vecteur unité.
La procédure d’apprentissage généralise la procédure déjà vue dans le cas
linéaire, la matrice de connexions # est corrigée par itérations. A l’étape/

+ 1, # devient:

#%021�35476 = #%081�6 + 9 ��� �����:���;���< $>= = #%0�1�6 + ? 1 #@, ( -BA )

( C étant choisi aléatoirement, et 9 étant un nombre réèl positif, Cf. para-
graphe sur la règle de Widrow-Hoff pour le perceptron et pour les mémoires
associatives linéaires).

Pour les cellules de la couche cachée, le signal d’erreur ne peut être
évalué par comparaison avec une valeur idéale. Il est estimé comme
une fonction du signal d’erreur en provenance de la couche de sortie et
de l’activation des cellules de la couche cachée. Précisément, le vecteur
donnant le signal d’erreur pour les cellules de la couche cachée s’obtient
comme:

���EDGF�DIH�J�G���K 
= ! " ( LNM  ) & ( # = ��� �������O�P���� ) = $  & ( )Q*R$  ) & ( # = ��� �:�������;���E ) , ( -�- )

Comme on le voit, le signal d’erreur s’obtient en propageant l’erreur de
la couche de sortie à la couche cachée (par l’opération # = ��� �����:���P�S�E ) ce qui
correspond au sens inverse de la propagation du signal lorsque la mémoire
donne une réponse en réponse à une stimulation. L’apprentissage pour
la couche cachée se déroule, ensuite, de manière similaire à celui de la
couche de sortie. La matrice de connexions L est corrigée par itérations.
A l’étape

/
+ 1, L devient:

LT0�1�35476 = LU081�6 + 9 ��� D�F�DVHWJ�G�S�< ME= = LT0�1�6 + ? 1 L , ( -WX )

Cette procédure minimise le carré de l’erreur à chaque étape (lorsque 9
est convenablement choisi). Elle converge vers un minimum local. On
montre dans le paragraphe suivant que la rétro-propagation correspond
à la procédure, classique en optimisation, de recherche de minima d’une
fonction par la technique du gradient.
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La méthode du gradient (ou methode de � � la plus profonde descente � � )
est une technique relativement classique en optimisation linéaire et non-
linéaire (Cf. Pierre, 1969; Ciarlet, 1986; Strang; 1986; Fletcher, 1987).
F�GIH;GJH;G0K�L;M�M�N	O�PQORLTSVUNXWZY�[�\�N�\�]_^�`aL	\cbRN,d,W
L’idée générale de cette technique consiste à chercher le minimum d’une
fonction de plusieurs variables ou paramètres par itérations successives.
Le gradient d’une fonction matricielle est défini comme la matrice des
dérivées partielles de cette fonction. En supposant que les valeurs des
paramètres sont stockées dans une matrice e , et que la fonction à minimiser
est f = g ( e ). L’algorithme se déroule comme suit:h i�j Choisir arbitrairement les valeurs e�k8l8m pour n = 0 (de manière

aléatoire, en règle générale).h o�j Calculer le gradient de g (noté pqg ):

r g ( e ksl8m )r e�k8l8m = p3gut ( v#w )

h v j Corriger e ksl8m en direction inverse du gradient de e ksl8m (avec x
dénotant la constante de proportionnalité):

e k8l8y�z{m = e k8l8m + | l e = e k8l8m�} x%pqg = e ksl8m�} x
r g ( e�ksl8m )r e�ksl8m t ( v	~ )

h ��j Continuer les étapes o�j et v j tant que l’écart entre e�ksl8m et e�ksl8y�z{m
est jugé important.

Pour un réseau utilisant la rétro-propagation, la fonction à minimiser
est une fonction quadratique de l’erreur. La fonction d’erreur pour la�

-ième réponse est définie comme:

���
= z� ( � � } ˆ� � ) � ( � � } ˆ� � ) = z� ( ���� � � + ˆ���� ˆ� � } 2ˆ���� � � ) t ( v;� )
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Pour la couche de sortie, on cherche à modifier les valeurs de ; . Le
gradient de <>= par rapport à ; se calcule en utilisant la règle de dérivation
des fonctions composées (ré-écrite en notation matricielle, Cf. Magnus &
Neudecker, 1988; Mardsen & Tromba, 1988):

?A@ < = =
B < =B ; =

B < =B
ˆC =

B
ˆC =B ;ED =

B ;ED =B ; F ( G�H )

En évaluant chacun des termes on trouve

B < =B
ˆC = = I ( C =JI ˆC = ) KML ( GON )

et [avec P étant la fonction logistique, et ˆC = = P ( ;ED = )]:
B

ˆC =B ;ED = = ˆC K=RQ ( STI ˆC = ) K L ( U�V )

Puis: B ;ED =B ; = D = ( UWS )

La correction à apporter à ; à l’étape X est donc proportionnelle à:

I ? @ <�= = ( C =JI ˆC = ) K Q ˆC K = Q ( S.I ˆC = ) KYD�= = ZZZ K[]\�^`_`acbed = D�= F ( U�f )

En utilisant g comme constante de proportionalité et en transposant on
obtient: h�i

; = gjZZZ []\�^k_�acb�d =lD K = ( U�G )

comme indiqué dans l’équation G3f .
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Pour la couche cachée, on cherche à modifier les valeurs de H . Le gradient
de IKJ par rapport à H se calcule en utilisant la règle de dérivation des
fonctions composées:

LNM I J =
O I JO H =

O I JO
ˆP J

O
ˆP JO�Q�R J

OCQ�R JO�R J
OCR JO HTS J

O HTS JO H JVU ( W3W )

Les deux premiers termes sont déjà connus (Cf. équations X3Y et W�Z ), ils cor-
respondent à [�\\\^]_�`/acb8dfe/g J . En évaluant chacun des autres termes on trouve:

O�Q�R JO�R J =
Q ];h ( W&i )

et [avec j étant la fonction logistique, et avec
R J = j ( HTS J )]:

OCR JO HkS J =
R ] Jml ( n�[ R J ) ]oh ( W	p )

puis, finalement: O HTS JO H J = S J U ( W&q )

La correction à apporter à H à l’étape r est donc proportionnelle à:

[ L M I J = \\\ _c`/a�b(dfe/g J Q ] l R ] J l ( ns[ R J ) ] S J = \\\ ]tvu1t�w	xeyezg J S J U ( W	{ )

En utilisant | comme constante de proportionnalité et en transposant on
obtient: }N~

H = |�\\\ tvu1t%w�xeye/g J S ]J ( W3Y )

comme indiqué dans l’équation X3W .
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La règle d’apprentissage de Widrow-Hoff utilisée pour les mémoires linéai-
res implémente, elle aussi, la méthode du gradient, et, ainsi, la méthode
de rétro-propagation représente bien une généralisation du perceptron. En
utilisant les notations du paragraphe précédent, la fonction > qui donne la
réponse de la cellule en fonction de son état d’activation prend une forme
particulièrement simple (Cf. équation ?�@ ):

ACB = > ( D B ) = D BFE ( @HG )

La réponse de la mémoire pour le stimulus s’obtient par l’équation I-I ,
rappelée ci-dessous:

ˆJLK = MON K E
La fonction d’erreur pour la P -ième réponse reste la même que celle définie
par l’équation Q�R , rappelée ci-dessous:

S K = TU ( J KWV ˆJ K ) X ( J KYV ˆJ K ) = TU ( J X K J K + ˆJ XK ˆJ KZV 2ˆJ XK J K ) E

On veut modifier les valeurs de M de manière à minimiser l’erreur. Le
gradient de

S K par rapport à M se calcule en utilisant la règle de dérivation
des fonctions composées:

[]\ S K =
^ S K^ M =

^ S K^
ˆJ%K

^
ˆJ K^ M

E ( @�I )

Comme précédemment (Cf. équation Q�_ ), on trouve pour le premier terme
à droite de l‘équation: ^ S K^

ˆJ K = V ( J%K V ˆJLK ) Xa`
et [avec ˆJ K = > ( MbN K ) = McN K ], le second terme devient:

^
ˆJ K^ M =

^ MbN K^ M = N K E ( @�? )

La correction à apporter à M à l’étape d est donc proportionnelle à:

V [ \eS K = V ^ S K^ M = ( JLK V ˆJ%K ) X N K E ( @�Q )
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En utilisant # comme constante de proportionnalité et en transposant on
obtient: $

%'& = # ( (�)+* ˆ(�) ) ,-) = # ( (�).* &0/ %21 ,-) ) , 3) ( 465 )

comme indiqué dans l’équation 7"8 . Ainsi, la règle d’apprentissage du per-
ceptron est un cas particulier de la rétro-propagation (sans couche cachée!
et avec une réponse linéaire).
9�:';<:=9>:@?>A	BDC=E�B�FHGJI�KML�NOCJBQP�RN�FSPTI<UWVDPTIXV�BZY�B[FHGJIXK
La rétro-propagation a probablement été une des causes récentes du re-
gain d’intérêt pour les réseaux de neurones. Une des principales qualités
de ces réseaux est de pouvoir implémenter des classifications de problèmes
non-linéaires. En outre, les couches cachées peuvent parfois s’interpréter
comme développant une représentation du problème posé, et cette représen-
tation en elle-même peut-être objet d’étude.

La rétro-propagation est probablement à la base du plus grand nombre
des applications récentes des réseaux de neurones (Cf. Maren, Harston &
Papp, 1990, p.93), comme, par exemple, la reconnaissance de phonèmes,
la lecture de textes par ordinateur, la reconnaissance de chiffres écrits, etc.

Néanmoins, la rétro-propagation ne saurait prétendre être une panacée.
D’une part, il est difficile de trouver un équivalent neuronal de cette tech-
nique. En outre, sa mise en œuvre exige souvent des temps d’apprentissage
très long qui rende son application prohibitive pour de nombreux problèmes
de taille raisonnable. Enfin, cette technique ne peut s’appliquer que pour
des problèmes de classification où les bonnes réponses sont connues (i.e.,
elle ne s’applique que pour des apprentissages supervisés).
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Ce chapitre présente les outils de base de la ' ' boı̂te à outil ( ( de la modélisa-
tion connexioniste. Bien évidemment, je n’ai fait dans ces quelques pages
qu’effleurer le sujet. Ce volume permet de compléter cette introduction par
de nombreux exemples d’application et par d’intéressants développement
théoriques.

En fait, il devient de plus en plus délicat de prétendre couvrir un do-
maine aussi vaste et en rapide évolution comme la modélisation connex-
ioniste (Cf., néanmoins, pour quelques introductions récentes parmi beau-
coup d’autres, Aleksander & Morton, 1990; Hecht-Nielsen, 1990; Kampf &
Hasler, 1990; Khanna, 1990; Müller & Reinhardt, 1990; Perez, 1990; Simp-
son, 1990; Zeidenberg, 1990; Anderson et al., 1991; Bechtel & Abrahmson;
Freeman & Skapura, 1991; Hertz, Krogh & Palmer; 1991; Levine, 1991;
Quilian, 1991; Abdi, sous presse). Ceci est d’autant plus vrai, que cette
approche s’étend de la psychologie à la physique des systèmes complexes
(e.g., Fogelman-Soulié, 1985; Serra & Zanarini, 1987; Goles & Martinez,
1990; Weisbuch, 1991), en passant par les sciences de l’ingénieur et le
traitement du signal (e.g., Widrow & Stearns, 1985; Catlin, 1989; Souček,
1989; Garner, 1990; Kosko, 1991, 1992), sans oublier les neuro-sciences
(e.g., Mac Gregor, 1987; Amit, 1989). Il reste à voir si la communauté
psychologique sera capable d’intégrer et de maı̂triser ces nouveaux outils
conceptuels qu’elle a contribué à créer et de les utiliser pour poser des
questions pertinentes de psychologie et pour proposer des solutions.

)�*+)�,-*/.�021�3�4657*98
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